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Capitolul 5. Elemente de teoria probabilitatilor

Acest capitol este preluat din Dragomirescu (1998), cu unele corectii si cu o piesa
originald: aplicatia ecologicd sau biomedicald la regula adundrii §i cea a Inmultirii
probabilitatilor.

5.1. Nota istorica

Teoria probabilitatilor a fost fondatd in secolul al XVIl-lea de catre Pascal (1623-
1662) si Fermat (1601-1665), pornind de la jocurile de noroc, mai precis de la problema
cavalerului De Meré'.

Ulterior, teoria probabilitdtilor a inceput sd se ocupe cu studiul evenimentelor
aleatoare. Se considera ca evenimentele sunt de trei feluri: (1) sigure - daca se realizeaza (in
anumite conditii) cu certitudine; (2) imposibile - daca nu se produc niciodatd; si (3) aleatoare
- care pot aparea sau nu intr-un anumit experiment.

Exemplul 5.1.1.
Fie experimentul reprezentat de aruncarea unui zar.
1) Un eveniment sigur este obtinerea uneia din fetele 1-6.
2) Un eveniment imposibil este obtinerea fetei 0.
3) Evenimente aleatoare sunt obtinerea fetei 3 sau obtinerea unei fete cu numar par.

5.2. Conceptul de probabilitate
Acest capitol este o forma actulizatd a capitolului corespunzator din Dragomirescu
(1998).
Notiunea de probabilitate a unui eveniment caracterizeaza gradul de posibilitate a
producerii unui eveniment in conditii bine determinate. Procesul determinarii sale este la fel
de complex ca si natura fenomenului respectiv (losifescu et al., 1985).

Exista doud acceptiuni ale notiunii de probabilitate: 1) obiectiva si 2) subiectiva.

5.3. Acceptiunea de probabilitate obiectiva

Probabilitatea obiectiva are doua definitii:

"Doi jucatori vor sa joace mai multe partide pana ce unul castigd m partide, dar jocul se intrerupe din anumite
motive. In acel moment un jucator a céstigat n < m partide iar celdlalt p < m partide. Cum se poate stabili corect
castigul in acest caz? (cf. Postelnicu si Coatu, 1980, pag. 723)
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5.3.1. Definitia clasica

Probabilitatea unui eveniment A este numarul de cazuri (evenimente elementare,
probe) favorabile lui A divizat prin numarul total (posibil) de cazuri
p(A) =ny/n.
Exemplu 5.3.1.
In cazul aruncdrii unui zar, probabilitatea obtinerii unei fete cu un numar par de puncte este
p=3/6=1/2

Observatie:
Aceasta este o probabilitate a priori (teoretica), calculabila Tnaintea efectuarii
experimentului sau Tn absenta efectudrii acestuia.

Critici
1) Definitia este valabild doar daca evenimentele elementare sunt echiprobabile, adica
notiunea de probabilitate este sprijinita pe cea de echiprobabilitate, deci formeaza un
cerc vicios!
2) Exista fenomene 1n care nu se pot socoti evenimentele elementare sau nu se poate
verifica echiprobabilitatea lor.

Exemplul 5.3.1°.
a) Probabilitatea de a supravietui a unei persoane peste 1 an.
b) Probabilitatea de a ploua maine Intr-o anumita regiune.

5.3.2. Definitia empirista

Probabilitatea unui eveniment reprezintd numarul catre care tinde sa se stabilizeze
frecventa relativa a evenimentului respectiv pe masura ce experimentul se repetd de un numar
cat mai mare de ori. Definitia empirista este atribuitd lui von Mieses (Mihoc, losifescu si
Urseanu, 1966).

Observatie:
Aceasta este o probabilitate a posteriori experimentului.
Critica: Este valabila doar pentru experimente repetabile in conditii relativ echivalente.

5.4. Acceptiunea de probabilitate subiectiva

Probabilitatea subiectiva reprezintd o codificare (subiectivd) de informatii efectuata
de o persoana interesatd in a o evalua (= "traducerea bunului simt 1n cifre" - losifescu et al.,
1985).

Observatii:
1) Se refera la evenimente care nu sunt neaparat repetabile.
2) Probabilitatea subiectiva se interpreteaza ca un pariu.
Exemplul 5.4.
a) Probabilitatea ca in urmatorii 10 ani sa se descopere leacul contra SIDA.
b) Situatiile de decizie din economia de piata.
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5.5. Definitia axiomatica a probabilitatii (Kolmogorov)

Este valabila pentru ambele acceptiuni ale notiunii de probabilitate, atat cea obiectiva,

cat si cea subiectiva. Prezentdm Tnsa mai Intai foarte sintetic corespondenta de limbaj Intre
teoria multimilor si cea a probabilitatilor (evenimentelor).

5.5.1. Corespondente intre teoria multimilor si cea a probabilitatilor

Definitii:

Se numeste proba rezultatul unui experiment sau al unei observatii. Probele se noteaza cu
litere mici de tipar (a, b,..., x, ...), fiind asociate elementelor din teoria multimilor.

Se numeste eveniment o multime de probe (rezultate) care se pot obtine 1n experimentul
sau observatia respectiva. Evenimentele se noteaza cu litere mari de tipar (4, B,....X,...) ,
fiind asociate multimilor din cadrul teoriei multimilor.

Se numeste evenimentul sigur, multimea formata din toate probele (rezultatele) care se
pot obtine Tn experimentul sau observatia respectiva. Se noteaza, de exemplu, prin E.

Se numeste eveniment elementar un eveniment format dintr-o singura probd. Se noteaza,
de exemplu, prin {x}.

Se numeste evenimentul imposibil, evenimentul care nu contine nici-o proba (care s-ar

putea obtine Tn experimentul sau observatia respectiva).

Limbajul multimilor Notatii Limbajul evenimentelor Notatii
Element X Proba X
Multime A sau {x, y, z} [Eveniment Asau {x, y, z}
Multime formata dintr-un  {x} Eveniment elementar {x}
element
Ainclus in B AcB A implica B A=B
Multimea totala E Evenimentul sigur E
Submultime A alui E A(cE) Eveniment A A=E
Multimea vida %) Evenimentul imposibil (%)
Reuniunea lui A cu B AUB Disjunctia lui A cu B AV B
(A sau B)

Intersectia lui A cu B ANB ConjunctialuiAcuB (AsiB) AAB
Complementara lui A Ca Opusul lui A 1A (non A)
Multimi disjuncte ANB=0 Evenimente incompatibile A A B=0
Multimi nedisjuncte AN B=#J Evenimente compatibile A A BD
Multimi mutual® disjuncte A; N A; =, |Evenimente mutual incompatibile A; AA; = O,

M) i#j M) i#j

In continuare vom folosi, totusi, (cu mici exceptii) notatiile din teoria multimilor,
acestea fiind mai bine cunoscute. Ca exprimare, vom apela insa si la termenii limbajului cu

evenimente.

5.5.2. Camp finit de evenimente

Definitie: Fie £ o multime finitd de evenimente elementare. Se numeste camp (finit) de
evenimente, o multime de evenimente din E, notata £(c P(E)), care:

2 dous cate doud
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1. K> E (contine evenimentul sigur);
2.DacaA e K= Cy € K (este inchisa’ la considerarea evenimentului opus unui
eveniment dat);
3.A, Be K= A U B € K (este inchisa la disjunctia de doud evenimente).
Consecinta:
K este inchis la orice disjunctie finitd de evenimente din K:
AL A AL E K= AlUA U ..UA,.

Exemplu
Fie experimentul reprezentat de aruncarea unui zar.
E=1{1,2, .., 6} si evenimentele A = {aparitia unei fete cu numar par} si B = {aparitia unei

fete cu numar impar}
Kl = {E’ A’ B’ @}’ KZ = {E’ @}’ K3 = p(E)

5.5.3. Probabilitate (in sens axiomatic) si camp finit de probabilitate

Definitie: Fie K un camp finit de evenimente peste E. Se numeste probabilitate o functie de
multime p : K — IR, :
1.0<p (A) L1, (V) A € K (subunitara);
2. p (E) = 1 (cu probabilitatea evenimentului sigur egald cu 1)
3. p(A1 VA .. UA)=pA)+p (A +..+p(Ay)dacaAiNAi=0 (V)i#]j
(aditivitate pentru evenimente mutual incompatibile) - regula de adunare a
probabilitatilor (evenimentelor mutual incompatibile).
Proprietatile-consecinta ale probabilitatii:
4pAuB)=pA)+p(B)-p(ANB)
5.p(Ca)=1-p(A)
6.p(D)=0
7.p(ANB)=p(A)-p(B),dacaiBcC A
8.p(AnB)=p(A)-p(ANB)
Definitie: Tripletul {E, K, p} se numeste camp (finit) de probabilitate.

5.5.4. Sistem complet de evenimente

Definitie: Fie (E, K) un camp finit de evenimente si C = {A;};= 1.2, .. » 0 familie de evenimente
din K. C se numeste sistem complet de evenimente, daca:
1. (V)A;e C= A; # D (orice A; din C este diferit de evenimentul imposibil)
2.(V)Ai,Aje Ccui#j= AN A;= (orice doud evenimente diferite sunt
incompatibile, adica C este o multime de evenimente mutual incompatibile)

3. UA . = E (disjunctia evenimentelor din C este evenimentul sigur E)
i=1
Observatii:
Notiunea este 1ntalnitad Tn teoria multimilor prin denumirile de partitie sau de diviziune
ale unei multimi E.

3 Expresia "este Inchisd la operatia cutare" Tnseamna cd, aplicand operatia elementelor din multimea respectiva, nu putem iesi din cadrul

acelei multimi, adica este inchisa (la operatia specificata).
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In cazul in care cunoastem campul de probabilitate (adicd probabilitatile tuturor
evenimentelor din K), atunci putem determina §i probabilitatile evenimentelor din sistemul
complet de evenimente C.

Reciproca nu este, Insa, adevarata.

Exemplu metaforic

Daca vom considera drept evenimente elementare cele mai mici cioburi posibile dintr-
o farfurie, atunci multimea cioburilor in care se sparge o farfurie, notatd ¢, formeaza un
sistem complet de evenimente deoarece (1) fiecare ciob este nevid, (2) oricare pereche de
cioburi nu are elemente comune si (3) toate cioburile reunite formeaza intreaga farfurie.

Exemplu din genetica
Fie E = multimea genotipurilor sangvine = { 00, A0, AA, BO, BB, AB}. Atunci
(> = multimea fenotipurilor sangvine = { {00}, {AO0,AA}, {BO,BB}, {AB}}
notate respectiv: ) (A) (B) (AB)
formeaza, de asemenea, un sistem complet de evenimente.
Problema propusa: Sa se verifice ca ¢, este un sistem complet de evenimente.
Observatie:
Atunci cand cunoastem probabilitatile (frecventele) genotipurilor, putem determina
probabilitétile fenotipurilor, reciproca nefiind valabild, conform observatiei de mai sus.

Exemplu medical
Fie o populatie umana si evenimentul sigur "x apartine lui E". Familia de evenimente alcatuita
din evenimentul B = "x are boala b" si evenimentul non B = "x nu are boala b", formeaza un sistem

complet de evenimente: C3={B, non B}.

5.5.5. Probabilitate conditionata si evenimente independente

1° Probabilitate conditionata

Definitie: Fie A, B evenimente compatibile (adica A N B # J). Se numeste probabilitatea lui
A conditionati de B sau probabilitatea lui A a posteriori producerii lui B si se noteaza p
(A | B), raportul p (AN B)/ p (B).

Observatii:

e Deoarece probabilitatea lui A se calculeaza inaintea efectuarii oricarui experiment, p (A)
se numeste si probabilitate a priori a lui A.

o In mod analog, se defineste probabilitatea lui B conditionati de A:

p(ANB)
BlA)=2— 7
p( ) A

Consecinte:
Din cele doua relatii de mai sus rezulta respectiv:
1.p(ANB)=p(A|B)-p (B)
2.pAnB) =p BlA)-p @A)

2° Aplicatii in epidemiologie ale probabilititii conditionate

In epidemiologia bolilor cronice se calculeazi riscul absolut de contractare a unei
anumite boli b in prezenta unui anumit factor f, care este prin definitie probabilitatea de a
contracta boala b conditionatd de prezenta factorului f. Adica dacd notam cu B evenimentul
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contractdrii bolii b si cu F evenimentul prezentei factorului f, acest risc absolut se poate nota p

(Bl F).

Exemple

1. Sa presupunem ca am urmadrit n timp un lot de 10 000 de fumadtori §i am constatat cd 200
dintre acestia au contractat cancer bronhopulmonar. Atunci riscul absolut de a contracta cancer
p(BNF) _ 200 ~0.02=2%.

p(F) 10000

2. In mod analog, se poate studia riscul nefumitorilor. Si presupunem, de exemplu, ci
dintr-un lot de 20000 de nefumatori au contractat cancer bronhopulmonar numai 20 de indivizi. Atunci
riscul absolut de a contracta cancer pulmonar al unui nefumator este:

(B InonF)zp(B Nnon F) _ 20 _ 1

p(non F) 20000 1000

Pentru a se stabili daca fumatul este factor de risc in cancerul bronhopulmonar si cat
de nociv este, epidemiologii calculeaza raportul celor doua riscuri, raport denumit risc relativ
de a contracta cancer bronhopulmonar al fumaétorilor (fata de nefumatori).

In general, se numeste risc relativ de contractare a bolii B in prezenta factorului F
(fata de absenta acestuia) raportul:

pulmonar al unui fumdtor este p(B | F') =

=0,001 = 1%eo.

__PBIF)
p(BlnonF)

In cazul exemplului de mai sus:

0,02

X =—=

0,001

Ca interpretare putem afirma ca fumatorii au un risc de 20 de ori mai mare decét
nefumatorii de a face cancer bronhogulmonar4.

Studii prospective §i studii retrospective

In epidemiologia bolilor cronice existd doua tipuri de studii care pot conduce la
determinarea riscului relativ: studii prospective, respectiv retrospective [8].

Studiile prospective presupun urmarirea in timp indelungat a doud loturi, unul fiind
supus factorului cercetat f, iar altul fiind in situatia contrara. In final se numira cei care au
contractat boala urmarita b in fiecare din cele doua loturi. Este practic situatia prezentatd mai
sus. Constituirea loturilor, precum si probabilitdtile care pot fi direct calculate se pot
reprezenta astfel:

Lot cu factorul f: | p (B | F) |

_ _Pp(BIF)
X = p(BlnonF)

Lot cu factorul non f: | p (B | non F) |

Aceste studii sunt nsad fie foarte costisitoare, fie chiar imposibile. De exemplu, in
cazul bolilor rare este posibil ca dupd zeci de ani de asteptare sd nu apara cazuri de
imbolnavire In cel putin unul din cele doud loturi §i ca atare sd nu putem calcula riscul. De
aceea, se apeleaza de regula la cealalta categorie de studii.

4 Rezultatul epidemiologic este real, desi datele utilizate aici sunt fictive. Sunt insa in acord cu un studiu relativ recent efectuat in Marea
Britanie asupra a cca. 30 000 de subiecti. In capitolul 9 din Dragomirescu (1998) am vizut care este importanta obtinerii unui asemenea

rezultat pe un volum mare de indivizi.
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Studiile retrospective compara proportia de indivizi care au fost supusi factorului de
risc din cadrul unui lot de bolnavi de boala respectivd b cu aceeasi proportie din cadrul
intregii populatii biologice din care provine lotul de bolnavi.

Evident, costul acestui studiu este cu mult mai mic §i poate fi facut rapid dupa ce
fenomenul (imbolnavirea) a avut loc, adica retrospectiv. Problema care se pune este daca din
informatiile acestui tip de studiu putem obtine riscul relativ. Sa figuram insd, mai intai,
schema acestui studiu Tn mod analog schemei precedente tocmai pentru a vizualiza
informatiile de care dispunem.

Lot cu boala b Lot de control
(din populatie)
p (FIB) p (F)
p (non F | B) p (non F)
Observam ca:
:M: cf. definitiilor = PBAE)/p(F) = cf. consecintelor de mai sus =
p(BlnonF) p(BNnonF)/ p(nonF)
p(F1B)-p(B)-p(nonF) _ simplificam cu p (B) = p(F | B)- p(nonF) .
pmonF |B)-p(B)-p(F) p(nonF |B)-p(F)

In consecinta, riscul relativ, x, poate fi calculat din informatiile acestui tip de studiu.

3° Formula probabilitatii totale
Fie C = {Ai}i=1,2, ... » un sistem complet de evenimente din K (cAmp finit de evenimente
dinE)si X € K.

p(X)=3 pX 14,) p(A,)

Jj=1

Demonstratie:
Observam ca X se poate scrie X = U(X NA,), N X
i=1 E
in care {XMA,}i=1, 2, ... .»formeaza o familie de Al A, An
evenimente mutual incompatibile (vezi multimile

colorate gri din Fig. 33). Fio. 33
ig. 33.

Atuncip (X) = p(U (X MA,))=pe baza mutual incompatibilitatii = z pX NA,) =
i=1

i=l

cf. consecintei la definitia probabilitatii conditionate = Z pX IA;)-pA,)
i=1

Aplicatie in biologie

Se amesteca trei linii de cobai formate din cate 30, 60, respectiv 10 indivizi. Stiind ca
mortalitatile acestor linii sunt 3%e, 1%o, respectiv 5%o, sd se determine mortalitatea lotului amestecat
(care are, evident, 100 de indivizi).

Rezolvare:

Notam cu / evenimentul “cobaiul apartine lotului 17, respectiv cu /I si Ill, apartenentele la
celelalte doua loturi, cu E =1 U II U 111 si cu X evenimentul "cobaiul a murit". Evident, C = {1, II, III’}
este un sistem complet de evenimente, pentru care cunoastem probabilitatile:

p(H=30/100=3/10, p(UD=60/100=6/10sip (II[)=10/100=1/10.

97



Dragomirescu L., Petrisor A. 1. Elemente de ecologie numerica si modelare. Ars Docendi, Bucuresti, 2009.
Capitolul 5. Elemente de teoria probabilitatilor

Mortalitatile loturilor sunt urmatoarele probabilitati conditionate:
p (XD =371000, pX|)=1/1000, p (X|111) = 5/ 1000.
Aplicam formula probabilitatii totale:

p=pX|D pW+ p&lm -pan+pxlun - p i =2%.

Observatie:
De fapt problema este echivalenta cu bine cunoscuta problema de amestec din chimie,
a mai multor solutii cu concentratii diferite i in cantitdti, de asemenea, diferite.

4° Evenimente independente versus dependente
Definitii:

Fie doud evenimente A si B compatibile.
Definitia 1:

B se numeste independent de A daca probabilitatea lui B nu se modifica daca stim ca
s-a realizat A, adica: p (B) =p (B | A).

Cu alte cuvinte, B se numeste independent de A daca probabilitatea sa a priori (p (B))
este egald cu probabilitatea sa a posteriori (p (B | A)).

Consecinte:

1. B este independentde A < p (BN A)=p (B) - p (A).

Intr-adevar, inlocuind in definitia de mai sus definitia lui p (B | A) obtinem egalitatea p (B) =p
(BN A)/p(A) care se poate scriep (BNA)=p (B)-p (A)c.c.t.d.

2. Beste independent de A < A este independent de B.

Demonstratia decurge identic cu cea anterioara folosind Tnsa definitia lui p (A | B).

3. Cele doua consecinte conduc la ideea, naturala de altfel, ca independenta este o notiune
corelativa, deci ca trebuie sa vorbim de evenimente independente $i ca putem lua ca definitie
egalitatea din consecinta 1.

Definitia 2:

A si B se numesc independente daca probabilitatea realizarii simultane a celor doua
evenimente este egald cu produsul probabilitatilor celor doua evenimente: p (A N B) =p (A) -
p (B). Aceasta egalitate se numeste regula de inmultire a probabilitatilor (evenimentelor
independente).

In caz contrar, evenimentele A si B se numesc dependente.

Consecinte:
4. Cele doua definitii sunt echivalente, adicd A si B sunt independente < A este independent
de B si B este independent de A.
5. A si B sunt independente < p (non A | B)=p (non A).
Intr-adevar p (non A | B)=1-p(A | B) = (A fiind independent de B) =1 — p (A) = p (non A).
6. A si B sunt independente < p (B | non A) =p (B).

intr—adevérp (B | non A)=p (BNnnonA)/p (nonA)=p nonAnB)/pnonA)=p
(non A | B) - p(B) / p (non A) = (conform 5) = p (non A) - p (B)/ p (non A) =p (B).
Prin urmare, 1n cazul independentei evenimentelor A si B probabilitatea unui eveniment (de
exemplu B) nu se modifica nici in cazul nerealizarii celuilalt (A).

Rezuménd toate aceste consecinte, putem formula urmatoarea caracterizare a
independentei:
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7. A si B sunt independente < probabilitatea realizarii unui eveniment raimane neschimbata
daca se realizeaza sau nu celdlalt eveniment.

Aceasta proprietate este folosita intuitiv atunci cand se construieste conceptul de risc
relativ. Altfel spus independenta inseamna risc relativ 1. Se foloseste, de asemenea, in
introducerea intuitivda a ideii de independenta (ca lipsa de asociere) intr-un tabel de
contingenta (vezi Dragomirescu si Drane, 2007).

Exemplu
Fie experimentul reprezentat de aruncarea a doua zaruri $i evenimentele:
A = {aparitia fetei 1 la zarul 1}
B = {aparitia fetei 1 la zarul 2}
C = {aparitia unei fete la zarul 1 si a unei fete la zarul 2 astfel Tncit suma valorilor lor sa fie
mai mica sau egald cu 3}

Evident:
pA)=1/6
pB)=1/6
p (C)=3/36=1/12, deoarece din cele 36 de perechi de fete posibile (vezi figura urmatoare):
(1,1, (1, 2), ..., (1,6), ..., (6,1), (6,2) ..., (6, 6), doar 3 perechi satisfac evenimentul C: (1,1),

(1,2) 5i (2, 1).
zar 2
1 2 3 4 5 6
1 1@y | @2 .. (1,6) | A
2 1(@2,0) (2,6)
zarl 3
4
5
6 | (6,1) (6,6)

B

Vom verifica independenta evenimentelor B si A si dependenta lui C de A. Sa
presupunem ca am aruncat primul zar si am obtinut fata 1, respectiv nu am obtinut fata 1,
adica stim ca s-a produs evenimentul A, respectiv ca s-a produs non A. Atunci:

L TA
pBlA)=pBNA)/p@A)= o
(1/36)/(1/6)=1/6=p (B) B B,
respectiv - -
p(B| non Ay=p(B n non A) / p(non A) = (5 pB)=1/6 = p@BIA)=1/6
/36)/(30/36)=1/6=p(B) independenta

p(ClA)=p(CNA)/p(A)= ¢ L% A
(2/36)/(1/6)=1/3#p(C)=1/12

respectiv PO =3/36=1/12 # p(ClA)=2/6=1/3
p(C| non A) = p(C N non A) | p(non A) = dependenti
(1/36)/(30/36)=1/30 #p(C)=1/12 i !
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Evenimentele A si B sunt, deci, independente, iar evenimentele A si C sunt
dependente.

Consecinta:

pAnNB)=p(A) - p(B) < AsiB sunt independente.

Formula rezultd dacd finlocuim in prima consecintd a definitiei probabilitatii
conditionate pe p (A |B) cu p (A), ceea ce se poate face dacd si numai daca A si B sunt
independente.

Aceastd propozitie, fiind o echivalenta, este luatd de multi autori ca definitie a
independentei celor doua evenimente A si B.

Aplicatie ecologica sau biomedicala

O aplicatie a regulii de inmultire a probabilitatilor evenimentelor independente dar si
a regulii de adunare a probabilitatilor evenimentelor mutual incompatibile este calculul

Pentru inceput observam ca sensibilitatea unui test binar 7 (Se;) - fiind proportia de
adevarat pozitivi (ap;) din cei care au boala b (B), adica Se; = ap; / B — se poate scrie sub
forma Se; = p (+; |B). Analog, Sp; (=an,/non B) =p (- |n0n B).

Sa consideram acum doua teste binare, T} si T,, pentru aceeasi boala b, independente,
testul conjunctie 7 a celor doua teste - care este, prin definitie, pozitiv (,,+”), dacd si numai
daca ambele teste sunt pozitive (+; M +;) - atunci sensibilitatea testului conjunctie,
Sec = p (+1Mv+2 | B) = testele fiind independente aplicam regula de inmultire a probabilitatilor =
p (+1 |B) 'P(+2|B)=S€1'S€2~

Pentru calculul specificitdtii testului conjunctie, observam ca rezultatul negativ al
acestuia (,,-”) Tnseamnad disjunctia de evenimente (+; N -2) vV (-1 N +2) vV (-1 N -2). Astfel,
specificitatea testului conjunctie, Spc = p (,,-” lnon B) = p (+1 N ) Vv (-1 N +2) V
-1 M=) | non B) = cele trei evenimente fiind mutual incompatibile aplicam regula de adunare
a probabilitatilor =p (+1 N - | non B) + p (-1 N +; | non B)+p (-1 N - | non B) = testele fiind
independente = p (+; |n0n B) - (2l non B) + p (- |n0n B) - p (+ | non B) +
p (il non B) - p (-2l non By = (1 - p (- |non B)) - Sps + Spy - (1 - p (2| non B)) + Spy - Spa = (1 - Spy) -
Spa+ Sp1 - (1 - Spa2) + Sp1 - Spa=Sp2— Sp1 - Spa + Sp1 — Sp1 - Sp2 + Sp1 - Sp2 = Spa2 + Sp1 — Sp1 - Spa.

Deci, Sec = Se, - Sey si Spc = Sp1 + Sp, — Sp1 - Spa.

Pentru testul disjunctie, 7), - care este, prin definitie, pozitiv (,,-”), dacd si numai daca
ambele teste sunt negative (-; M -) se obtin analog formulele:
SeD = Sel + Seg — Sel . Sez $1 SpD= Spl . Spg

5° Formula lui Bayes
Fie C un sistem complet de evenimente din K, C = {A;},=1.2. ... » $1 X, de asemenea, un
eveniment din K. Atunci avem formula:

pX 1A)-p(A,)

n

2 P(X 14)-p(A)

pA1X)=

Demonstratia rezulta astfel:
wviic p(A, NX) _p(X nA) _ p(X 1A) p(4,)

pA X)) = 3
p(X) pX) Y p(X 1A)-pA)
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Ultima egalitate rezultd aplicand la numadrator consecinta definitiei probabilitatii
conditionate, iar la numitor formula probabilitatii totale.

Aplicatie biomedicala
Fie sistemul complet de evenimente C,={B, non B} prezentat mai sus ca exemplu medical si X

evenimentul "x are rezultat pozitiv la un anumit test binar", eveniment pe care il vom nota "+". Atunci
formula lui Bayes devine:

(B 14) p(+1B)-p(B)
p(+I1B)-p(B)+p(+lnonB)-p(nonB)

Dacad observam ca:
e p(B | +), adica probabilitatea de a fi bolnav de boala b daca ai rezultat pozitiv este Valoarea
Predictiva a rezultatului Pozitiv (VPP),
e p (+ | B), adicd probabilitatea testului de a da rezultat pozitiv dacd esti bolnav este
Sensibilitatea testului (Se),
e p(+ | nonB)=1-p (- | non B) = adicd 1 - probabilitatea testului de a da rezultat negativ atunci
cand nu ai boala b = 1 - Specificitatea testului = 1 - Sp si
® p (B), adicd probabilitatea de a avea boala B este Prevalenta bolii (Pre),
vom obtine tocmai formula valorii predictive a rezultatului pozitiv prezentatd in Dragomirescu
si Drane (2007):
Se-Pre
Se-Pre+(1-Sp)-(1-Pre)
In mod analog, rezulti si formula valorii predictive a rezultatului negativ din acelasi
subparagraf.

VPP =

Observatie:

Formula lui Bayes se bazeazd pe conceptul de probabilitate conditionatd si ca atare
presupune efectuarea cel putin o data a experimentului respectiv. Ea ofera astfel o modalitate
de corectare a probabilitatii unui eveniment pe baza informatiei obtinute in urma fiecarui
experiment. Astfel se pot face predictii din ce in ce mai bune pe mdsura repetarii
experimentului. Pe baza ideii acestei formule s-a construit o intreagd ramurd a statisticii
matematice denumita predictie bayesiand. Mai mult chiar, statisticienii s-au divizat in doud
tabere denumite "bayesieni" §i "frecventisti” (tabara clasica) in raport cu modul de constructie
teoretica a statisticii matematice.
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